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Overview on the course 

2 hours to explain all the basics of mul@‐par@cle effects and reasons 
why they are object of study  

•  1 hour 

→  Introduc@on, mo@va@ons, glossary, classifica@ons... 

→  Space charge 
→  Some examples of instabili@es, bunch oscilla@on modes 

•  1 hour 
→  Numerical modeling of mul@‐par@cle effects 

→  Examples of experimental observa@ons  
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General defini4on of mul$‐par$cle processes in an accelerator or 
storage ring 

Class  of  phenomena  in  which  the  evolu@on  of  the  par@cle  beam  cannot  be 
studied  as  if  the  beam was  a  single  par@cle  (as  is  done  in  beam op@cs),  but 
depends  on  the  combina@on  of  external  fields  and  interac@on  between 
par@cles. Par@cles can interact between them through 

•  Self generated fields: 
→  Direct space charge fields 
→  Electromagne@c interac@on of the beam with the surrounding environment 
through the beam‘s own images and the wake fields (impedances) 

→  Interac@on with the beam‘s own synchrotron radia@on 

•  Long‐ and short‐range Coulomb collisions, associated to intra‐beam scaTering 
and Touschek effect, respec@vely  

•  Interac@on of electron beams with trapped ions, proton/positron/ion beams 
with electron clouds, beam‐beam in a collider ring, electron cooling for ions 

Multi-particle processes are detrimental for the beam 
(degradation and loss, see next slides) 
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z 

δp/p0 

Longitudinal space charge


•  Force decays like 1/γ2   


•  it can be attractive above transition


x 

y 

Transverse space charge


•  Force decays like 1/γ2β   


•  It is always repulsive


Direct space charge forces 
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2b 

  When the beam goes through a 
discon@nuity, it induces an e‐m field 
which keeps ringing a[er the beam 
has passed: 

→  Energy loss 

→  Effect intra‐bunch and on following 
bunches 
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Wake fields (impedances) 
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W0(z) 

Model: 

A par@cle q going through a device of length L, s (0,L), leaves behind an 
oscilla@ng field and a probe charge e at distance z feels a force as a result. 
The integral of this force over the device defines the wake field and its 
Fourier transform is called the impedance of the device of length L. 

q 

z 

e  s 

Giovanni Rumolo  6 

Wake fields (impedances) 

L 
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W0(z) 

Model (cont‘s): 

The device of length L can also be a segment of accelerator (defined by the 
simple beam pipe) and the wake is generated by the finite conduc@vity of 
the pipe material. In this case the wake field and the impedance are said to 
be of resis4ve wall type and the integra@on can be done over L=2π R 

q 

z 

e  s 
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Wake fields (impedances) 

L 
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The full ring is usually modeled with a so called total impedance made of  
three main components:


•  Resistive wall impedance


•  Several narrow-band resonators at lower frequencies than the pipe cutoff  
frequency c/b (b beam pipe radius)


•  One broad band resonator at ωr~c/b modeling the rest of  the ring (pipe 
discontinuities, tapers, other non-resonant structures like pick-ups, kickers 
bellows, etc.)


⇒  The total impedance is allocated to the single ring elements by means of  
off-line calculation prior to construction/installation


⇒  Total impedance designed such that the nominal intensity is stable
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Wake fields (impedances) 

CAS, Divonne, February 2009 



Principle of electron mul@pac@ng: 

Example of LHC 

Electron cloud 

Giovanni Rumolo  9 

Electron mul@plica@on is made possible by: 

  Electron genera@on due to photoemission, but also residual gas ioniza@on 

  Electron accelera@on in the field of the passing bunches 
  Secondary emission with efficiency larger than one, when the electrons hit the inner pipe 
walls with high enough energy 
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Photoelectrons produced by the synchrotron radia@on are accelerated by the bunches and quickly 
accumulate in the vacuum chamber (example, wiggler of a CLIC damping ring)   

Electron cloud 
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Several names to describe these effects... 
‚Mul$‐par$cle‘  is  the  most  generic  aTribute.  ‚High‐current‘,  ‚high‐intensity‘,  ‚high 
brightness‘ are also used because these effects are important when the beam has a high 
density in phase space (many par@cles in liTle volume)  

Other labels are also used to refer to different subclasses 

•  Collec4ve effects (coherent): 

→  The beam resonantly responds to a self‐induced electromagne@c excita@on 

→  Are fast and visible in the beam centroid mo4on (tune shi[, instability)  

•  Collec4ve effects (incoherent): 
→  Excita@on moves with the beam, spreads the frequencies of par@cle mo@on. 

→  Lead to par@cle diffusion in phase space and slow emiTance growth  

•  Collisional effects (incoherent): 
→  Isolated two‐par@cle encounters have a global effect on the beam dynamics 
(diffusion and emiTance growth, life@me)  

•  Two‐stream phenomena: 

→  Two component plasmas needed (beam‐beam, pbeam‐ecloud, ebeam‐ions) and the 
beam reacts to an excita@on caused by another „beam“  
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Some examples…. 

Coherent effect: 
When the bunch current exceeds a certain 
limit (current threshold), the centroid of 
the beam, e.g. as seen by a BPM, exhibits 
an exponen@al growth and the beam is lost 
within few milliseconds (simula@on of an 
SPS bunch) 

Incoherent effect: 
Slow beam loss. First and last bunch of an 
SPS train of 72 bunches gradually lose their 
par@cles (10% and 25%, respec@vely) over 
several minutes (data from SPS, 2004) 
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  BNL-RHIC, Au-Au operation, Run-4 (2004) 

16h 

  CERN-SPS (II) TMC Instability (2003) 

Note the different time scale 
on these plots! 

ms7periodn Synchrotro ≈

More examples… (plots show measured beam intensity vs @me) 
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Why are mul4‐par4cle effects important ? 
The performance of an accelerator is usually limited by a mul$‐par$cle effect!!  

  When the beam current in a machine is pushed above a certain limit (intensity threshold), 
intolerable losses or beam quality degrada4on appear due to these phenomena 

  How these effects can affect the beam: 

•  Coherent effects can be: 

→  Transverse  
  coherent tune shi[  
  fast beam loss due to instability 

→  Longitudinal (energy loss, bunch lengthening, synchrotron tune shi[) 

•  Incoherent effects can be: 
→  Longitudinal or transverse 

  emiTance growth, incoherent tune shi[, tune spread, bad life@me 

•  Two‐stream phenomena are: 

→  result into coherent or incoherent effects 
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Types of collec4ve effects (I) 

•  Single or mul@‐bunch behavior depends on the range of ac@on of the wake fields 

→  Single bunch effects are usually caused by short range wake fields (broad‐band 
impedances) 

→   Mul@  bunch  or  mul@‐turn  effects  are  usually  associated  to  long  range  wake 
fields (narrow‐band impedances)  
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Wake decays over a bunch length  
Single bunch collective interaction


s 

∫W(z‐z‘)λ(z‘)dz‘ 

z 

W 

s 

∑W(kd)Ν(kd) 

W 

d 

Wake decays over many bunches  
Coupled bunch collective interaction
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Types of collec4ve effects (II) 

•  Transverse: 
→  Single bunch 

  Head‐tail instability 
  Transverse Mode Coupling Instability (TMCI), also referred to as beam 
break‐up or strong (fast) head‐tail instability 

  Electron Cloud Instability (ECI) 

→  Coupled bunch instability 
  Coupling between subsequent bunches through long range wake fields or 
electron cloud, Ion Instability, Fast‐Ion Instability    

•  Longitudinal: 
→  Single bunch 

  Poten@al well distor@on, energy loss 

  Microwave instability, also referred to as turbulent bunch lengthening 

→  Coupled bunch instability 
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Mul@‐par@cle 
effects 

Transverse  Longitudinal 

Instability/beam loss  Beam quality degrada@on/ 
emiTance growth 

Coherent tune shi[ 

Head‐tail  TMCI 

E‐cloud/
trapped ions 

Beam/beam 

IBS/Touschek 

Incoherent tune spread 

Poten@al well 
distor@on 

Microwave/
turbulent 

Mul@‐ bunch  

Space 
charge 

images 

direct 
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Direct space charge effect (transverse) 
•  To quan@fy the direct space charge effect  

→  Consider a con@nuous beam with circular cross sec@on 

→  Calculate the electromagne@c force from the beam ac@ng on a generic par@cle 
inside the beam itself 

→  Electric and magne@c components have opposite signs and scale between them 
with β2. There is perfect compensa@on only when β=1. 

CAS, Divonne, February 2009 

!F = !FE + !FB = e
(

!E + !v × !B
)

=

=
eλ!ρ

2ε0πa2
(1− β2) =

eλ!ρ

2πε0γ2a2
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Defocusing space charge.... 
•  Looking now only at the ver@cal plane 

→  Addi@onal force causes locally a defocusing deflec@on dy‘ 
→  This translates into a local contribu@on to the tune depression dQy(s) 

→  Tune shi[ ΔQy is found integra@ng all over the machine circumference 

Fy = m0γ
d2y

dt2
= m0γβ2c2 dy′

ds
dy′

y
=

2r0λds

eβ2γ3a2

dQy(s) = −βy(s)
4π

dy′

y
= − r0λβy(s)ds

2πeβ2γ3a2(s)

∆Qy =
∮

dQy(s) = − r0λ

2πeβ2γ3

∮
βy(s)ds

a2(s)
= − r0λR

eβγ2εyn
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Defocusing space charge.... 

•  The direct space charge tune shi[ of a con@nous beam with circular cross sec@on  

→  Is nega@ve, because space charge transversely always defocuses 

→  Is propor@onal to the number of par@cles inside the beam N  

→  decreases with the beam energy (β‐1γ‐2) 

→   is inversely propor@onal to the normalized emiTance and does not depend on 
the local beta func@ons or beam sizes. 

∆Qx,y = − r0N

2πeβγ2εxn,yn
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Some important extensions (I) 

•  If the beam has an ellip@cal cross sec@on: 

→  forces are s@ll linear and can be calculated 

→  defocusing contribu@on in both transverse direc@ons 

∆Qx = − r0λ

πeβγ2εxn

∮
a

a + b
ds

∆Qy = − r0λ

πeβγ2εyn

∮
b

a + b
ds
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Some important extensions (II) 

•  If the beam does not have a circular nor ellip@cal cross sec@on 

→  Beam field over the beam cross sec@on is nonlinear 

→   Par@cles will  see different  tune  shi[s  according  to  their  betatron  amplitudes. 
This causes a tune spread over the beam par@cles 

→  The previous formulae will s@ll hold for par@cles with small amplitudes (in the 
linear region of the beam force) 
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Some important extensions (III) 

•  If the beam is bunched and has an s‐dependent line density 

→  Rela@vis@c field has an opening angle of 1/γ  

→   We  can  look  at  the  bunched  beam  as  locally  con@nuous  if  the  density  λ(s) 
changes smoothly (i.e. does not change much over Δs=a/γ) 

→  The tune shi[ will depend on the posi@on of the par@cle along the bunch 
→   This  translates  into  tune  modula@on  with  the  synchrotron  period,  because 
par@cles execute synchrotron oscilla@ons longitudinally 

∆Qx,y = − r0λ(s)R
eβγ2εxn,yn
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The effect of the images (incoherent) 

•  The presence of a beam pipe also contributes to the single par@cle tune shi[  

→  Assume two parallel plates at a distance h from the beam 

→  There are infinite images placed at ±2nh, which contribute to Ei  

Fix = − eλ

πε0

π2

48h2
x Fiy =

eλ

πε0

π2

48h2
y

∆Qx,y = ±2r0λR〈βx,y〉
eβ2γ

π2

48h2
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The effect of the images (coherent) 

•  The presence of a beam pipe also causes a net electric force on the beam, when it is 
rigidly offset as a whole 

→  Direct space charge cannot because it moves along with the beam  

→  This force Fc affects the beam collec@ve mo@on, therefore it is responsible for a 
coherent tune shi[ 

∆Qcy = −2r0λR〈βy〉
eβ2γ

π2

16h2

Fcy =
eλ

πε0

π2

16h2
ȳ
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Summary of the space charge tune shiLs 

•   All  the  space  charge  tune  shi[s  of  a  con@nuous  beam  with  circular  cross  sec@on 
between two parallel perfectly conduc@ng plates  

Horizontal 

Ver@cal 

Incoherent (direct)  Incoherent (indirect)  Coherent (indirect) 

∆Qdx = − r0N

2πeβγ2εxn

∆Qdy = − r0N

2πeβγ2εyn

∆Qix =
2r0λR〈βx〉

eβ2γ

π2

48h2

∆Qiy = −2r0λR〈βy〉
eβ2γ

π2

48h2
∆Qcy = −2r0λR〈βy〉

eβ2γ

π2

16h2

∆Qcx = 0

Qxcoh − Qxinc = −(∆Qdx + ∆Qix) =
r0λR

eβγ

(
1

γεxn
− 〈βx〉π2

24βh2

)

Qycoh − Qyinc = ∆Qcy − (∆Qdy + ∆Qiy) =
r0λR

eβγ

(
−2〈βy〉π2

16βh2
+

1
γεyn

+
2〈βy〉π2

48βh2

)
=

=
r0λR

eβγ

(
1

γεyn
− 〈βy〉π2

12βh2

)
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What space charge tune shiLs can cause 

•   All  the  space  charge  tune  shi[s  of  a  con@nuous  beam  with  circular  cross  sec@on 
between two parallel perfectly conduc@ng plates  
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Instabili4es 

•  Coherent transverse or longitudinal mo@on of a bunch can result into beam instability 

A.    Single  rigid  bunch  instability:  this  is  an  instability  affec@ng  a  bunch  over 
mul@ple passages through the same impedance source  

   Long‐range wake field, must extend over more than one turn  

   Typical source: narrow‐band resonators, cavi@es, HOM in cavi@es 

B.   Coupled rigid bunch instability: this is an instability caused by the effect on a 
bunch of the sum of the wake fields le[ behind by the previous bunches  

  Long‐range wake field, must extend over several interbunch gaps 

  Typical source: resis@ve wall, narrow‐band resonators   

C.   Single non‐rigid bunch instability: this is an instability in which the mo@on of 
the tail of a bunch is coupled to that of the head through a wake field 

   Short‐range wake field, usually damped over one full bunch length 

   Typical source: broad‐band impedance 
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A. Single rigid bunch instability (transverse) 

•  A  bunch  can  become  unstable  passing  several  @mes  through  an  impedance  source 
(over successive turns, ring having circumference C=2πR) 

→  Force felt by a probe charge at distance d from the bunch is propor@onal to the 
wake field W1(‐d) and to the bunch offset y 

→  This force Fc affects the bunch itself on successive turns and causes tune shi[ 

Fy = −Ne2

C
y(s)W1(−d)

dy′

ds
+

(ωβ

c

)2
y(s) = − Ne2

m0γc2C

∞∑

k=1

y(s− kC)W1(−kC)

y ∝ exp
(
−iΩs

c

) Ω2 − ω2
β =

Ne2

m0γC

∞∑

k=1

exp(ikΩT0)W1(−kC)

= −i
Ne2

m0γCT0

∞∑

p=−∞
Z⊥1 (pω0 + Ω)
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A. Single rigid bunch instability (II) 

•  There will be a complex tune shi[ 

→  Real part gives the coherent tune shi[ caused by the interac@on of the bunch 
with the localized impedance source on successive turns 

→  Imaginary part gives growth/damping @me of the coherent oscilla@on 

Im(Ω− ωβ) = τ−1 ≈ −Ne2β̄x,y

2m0γC2

∞∑

p=−∞
Re

[
Z⊥1 (pω0 + ωβ)

]

Re[Ω− ωβ ]
ω0

= ∆Qcx,y ≈
Ne2β̄x,y

4πm0γcC

∞∑

p=−∞
Im

[
Z⊥1 (pω0 + ωβ)

]

CAS, Divonne, February 2009 



Giovanni Rumolo  31 

A. Single rigid bunch instability (III) 

•  An  interes@ng  case  is when  there  is  only  one  narrow‐band  resonator  ac@ng  on  the 
beam 

→  Its resonant frequency ωr is very close to a mul@ple of ωo (pωo) 

→  Then stability depends on the tuning of the betatron frequency with respect to 
the resonator frequency 

If Δβ > 0 (tune above the 
integer), beam is stable 
when pω0 < ωr 

If Δβ < 0 (tune below the 
integer), beam is stable 
when pω0 > ωr 

τ−1 ≈ −Ne2β̄x,y

2m0γC2

(
Re

[
Z⊥1 (pω0 + ∆βω0)

]
− Re

[
Z⊥1 (pω0 −∆βω0)

])
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A. Single rigid bunch instability (longitudinal) 

•  There is an equivalent longitudinal of this type of instability, which is called Robinson 
instability. It has an intui@ve explana@on 

→  When a bunch above  transi@on  is execu@ng  longitudinal dipole oscilla@ons,  it 
will have an excess of energy when ω<ω0  

→  If the cavity is tuned on ωr<pω0 the beam is stable because it will see a higher 
impedance (and therefore will lose more) when it is sipng on the lower side‐band, 
i.e. when it has an excess of energy. 

→  Below transi@on the situa@on is reversed. 

CAS, Divonne, February 2009 
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C. Single non‐rigid bunch modes (Head‐tail modes) 

•   A  bunch  can  also  become  unstable  because  one  or  more  of  its  intrinsic  modes  of 
oscilla@on are driven unstable by an external wake field/impedance 

→  Longitudinal modes are described by a longitudinal mode number, l 

→  Transverse modes are described by a transverse mode number, m  

Examples: 
•  m=0, l=1 dipole 
oscilla@on inside a bucket 
•  m=1, l=0 rigid dipole 
oscilla@on 
•  m=1, l=1 transverse 
dipole oscilla@on with 
head and tail of the bunch 
out of phase by π

•  ….  

CAS, Divonne, February 2009 
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C. Head‐tail modes seen by a wall current monitor 
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1. (m=0 and l=1)  2. (m=0 and l=2) 

These are mountain range plots showing the evolu@on in @me of the bunch shape 
1.  The bunch is execu@ng a rigid dipole oscilla@on in the longitudinal phase space at the 

synchrotron frequency 
2.  The bunch is mismatched in the bucket and it executes a quadrupole oscilla@on in the 

longitudinal phase space at twice the synchrotron frequency 

CAS, Divonne, February 2009 
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 m=1 and l=0  

 m=1 and l=1  

 m=1 and l=2  

C. Head‐tail modes seen at a wide‐band pick‐up (BPM) 
 h 

•  The paTerns of the head‐tail modes depend on chroma@city 

CAS, Divonne, February 2009 

Q’=0  Q’≠0 



Giovanni Rumolo  36 

C. Head‐tail modes seen at a wide‐band pick‐up (BPM) 

m=1 and l=0 

CAS, Divonne, February 2009 
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C. Head‐tail modes 

•  All the head‐tail modes are affected by the interac@on of the bunch with an external 
impedance and therefore oscillate at frequencies dependent on the bunch intensity 

→  At very  low intensity, where the  influence of the  impedance  is small,  they are 
mul@ples of the synchrotron frequency (m=0), or they cluster around the betatron 
frequency spaced by mul@ples of the synchrotron frequency (m=1) 

  mωβ+lωs 

→  At „reasonably“ low intensi@es, the transverse modes (m=1) are: 

•  Zero chroma@city (ξ=0): all stable (neither growing nor damped)  

•  Posi@ve chroma@city (ξ>0): 

⇒  l=0 unstable and |l|≥1 stable below transi@on (η<0) 

⇒  l=0 stable and |l|≥1 unstable above transi@on (η>0) 

•  Nega@ve chroma@city (ξ<0): 

⇒  l=0 stable and |l|≥1 unstable below transi@on (η<0) 
⇒  l=0 unstable and |l|≥1 stable above transi@on (η>0)     

→  As intensity increases, modes (m=1, l) shi[ due to the impedance, and there is 
an  intensity  threshold  at  which  two  of  them  (l≤0)  couple  and  become  unstable 
(Transverse Mode Coupling Instability) 

CAS, Divonne, February 2009 
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C. Head‐tail modes 

•  Typical pictures of modes shi[ing and coupling with intensity (m=1) 

⇒  Le[ picture: text book case, short bunch (calcula@on from Vlasov equa@on) 

⇒  Right picture: SPS case, long bunch (calcula@on + macropar@cle simula@on) 



CAS, Frasca@, November 2008  Giovanni Rumolo  39 

C. Head‐tail modes 

•  The stability criterion of the mode m=1, l=0 can be understood qualita@vely 

→  Above transi@on par@cles rotate counterclockwise in the longitudinal phase space and they 
lose betatron phase going from head to tail (Δp/p0>0 and Q‘<0, thus ΔQ<0)  

→  The opposite happens below transi@on 

t= 0  t= Ts/2 



CAS, Frasca@, November 2008  Giovanni Rumolo  40 

C. Head‐tail modes 

•  For intensi@es well below the mode coupling threshold, the complex tune shi[ of the 
m=1 modes is given by an analy@cal formula 

→  Valid for bunches with longitudinal Gaussian distribu@on 
→  Real part  for  l=0 gives  the coherent  tune shi[ and  imaginary part gives growth/damping 
rates of the different modes  

ω′ = pω0 + ωβx,y + lωs

ωξ =
ξx,yωβx,y

η

Spectra of hl(ω-ωξ) and real and 
imaginary part of a broad‐band 
impedance 

Ω(l) − ωβ − lωs ≈ −
i

4π

Γ(l + 1
2 )

2ll!
Ne2β̄x,y

m0γCσz

∞∑

p=−∞
Z⊥1 (ω′)hl(ω′ − ωξ)

∞∑

p=−∞
hl(ω′ − ωξ)


